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Au sujet des courbes qui se décomposent en lignes droites.
Par

P. GorpAN a Erlangen.

Monsieur Brill a déterminé dans Gottingen Nachrichten (déc. 1893) les transvectants bi-
naires & partir desquels on peut construire, au moyen de la procédure de Clebsch, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une forme ternaire, quaternaire, etc, se décompose en
facteurs linéaires.

Pour une forme ternaire, cette condition consiste en ’annulation d’un transvectant
(apu)™*), que j’appelerai par conséquent la formule de Brill. Le but de la présente étude
est de montrer que (apu)”™ admet comme facteur u2 et d’effectuer la division.

L’annulation du quotient

(apu)"
uz

est alors la condition la plus simple pour qu’une courbe se décompose en lignes droites.

§ 1.

Les intersections d’une ligne droite avec une courbe.
La solution du probléme du calcul des coordonnées des intersections de la ligne droite
Ve =0
avec la courbe

f:a;l:bn

x

est bien connue. La raison pour laquelle je la reproduis encore ici est que les relations qui
apparaissent avec sont utilisées dans la suite.

*)Pour une forme quaternaire ce serait (apuv)™.
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On fixe sur v, deux points arbitraires x et y et on forme la série de points
AT — y;
sur laquelle se trouvent les intersections cherchées, dont je désigne les paramétres par
A2 .. A,
ce sont les racines de ’équation
(1) Nz —ay)" = f-{N"+a\" a2 4. a,} = 0.

Aprés détermination de ces paramétres A, par résolution de cette équation, on trouve les
équations des intersections par la formule :

(2) Astly — Uy = 0.
Puisque \,, est une racine de 1’équation (1), on a l'identité :
(Aseag — ay)" = 0.
En y éliminant A,, au moyen de la formule (2), il vient la formule :
(GzUy — Uzay)" = (auv)" =0,

qui représente le produit des intersections.

Si (auw)™ s’annule pour tous les valeurs de u, chaque point de v est une intersection ; dans
ce cas, la ligne droite v forme une composante de la courbe f.

Si 'on compare les coefficients des puissances de A} dans les deux membres de la formule
(1), on obtient la formule :

®) (17 (2) e = Fa

Ces coefficients a,,, qui sont la fonctions symétriques élémentaires des racines A,,, peuvent
s’écrire ainsi :

(4) (1)@ =Y Mda... As.

§ 2.
Les intersections d’une ligne droite avec un courbe qui dégénére en lignes
droites.

Les résultats du paragraphe précédent prennent une forme légérement différente, si nous
supposons que la courbe f se décompose en n lignes droites

01,2025 - O g-
Dans ce cas, on a les identités :

f = Q1,002 g ... 0n )
(aocu)™ = 0.
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Les intersections de la ligne v avec f sont sur ces lignes droites, et nous pouvons ordonner
les racines A,. de sorte que le point

(2) Ay — Uy =0

se trouve sur la ligne a,,.
On a alors l'identité :
AseQe g — Qsey = 0,

d’ou il découle pour \,, que :
QXseyy
Ase .

(0 P

Si I’on reporte ceci dans la formule (4), celle-ci devient :

P A1,y A2,y QXse,y
4a —1)*a,, = —_ ==
( ) ( ) Z Oz O ¢ (0PN
§ 3.

La formule de Brill.
La somme de puissances des racines A,, :
sy =A+ X5 .. A

se représente en fonction des coefficients a,, au moyen des formules de Newton. Leur déve-
loppement en produit de puissances commence par les termes :

(5) sn=(—1)"a} + (=) 'a' %ay. ...
On reporte dans cette formule I’expression de a,, obtenue par la formule (3) :
n
a, = (—=1)" 5
Fa=07(2)1,
et 'on obtient alors pour s, une fraction dont le numérateur est un fonction polynomiale de

f et de ses polarisés f,~, et dont le dénominateur est f".
De 14 il s’ensuit que le produit :

f"sn=np
n n n
(6) = fn. My + Yoy Qoy
al,x 04273: az,z

est une fonction polynomiale de f et de ses polaires. Le développement de cette fonction
polynomiale en produits de puissances des polaires commence par :

(7) Pty R

et les autres termes admettent le facteur f2. La forme p est de degré n en les variables y; je
I’écris symboliquement :
P =Dy
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En dérivant suivant y et en incrémentant suivant x, il vient :

s =np py =~
De la formule (6) résulte directement :
(8) (apu)™ = 0.

Cette formule est due & Brill, et c’est une condition nécessaire pour que la courbe f se
décompose en lignes droites. On peut montrer aussi qu’elle est suffisante. En effet, si ’on
prend un point = arbitraire sur f et que ’on méne la tangente f, & la courbe passant par ce
point, la formule :

(afu)

donne le produit des intersections de la tangente f, avec la courbe f. Maintenant si la formule
(8) est vérifiée, alors (afu)™ s’annule pour toutes les valeurs de u. De 14 il s’ensuit alors que
fy forme une composante de la courbe. Puisque dans ce cas toutes les tangentes sont des
composantes de la courbe, c’est que celle-ci se décompose en lignes droites.

§ 4.

Le Facteur u2

.
Le transvectant (apu)™ ne fournit pas la forme la plus simple dont I’annulation corres-
ponde a la décomposabilité de f en lignes droites. Le but de cette étude est de montrer que
(apu)™ est divisible par u2 et d’effectuer la division. Je divise mon travail en 4 étapes :
1) J’indique les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une forme
0 =1U,
admette la puissance u]* comme facteur.

2) Comme dit plus haut, on peut représenter s, comme fonction polynomiale des coef-
ficients a,. au moyen des formules de Newton. Des propriétés de ces fonctions polynomiales
sont alors dérivées, dont il résulte que (apu)™ posséde le facteur u2.

3) La forme

(afu)",

dont le développement a les mémes premiers termes que (apu)™ d’aprés la formule (7), est
mise sous forme normale, c.-4-d. sous forme :

(afu)" = Aui + B,
ou B est une somme de produits symboliques, composés seulement des facteurs symboliques :

[ (abu)7 (afu),be.

2

T

4) (apu)™ est divisé par u
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§ 5.

Condition pour que g admette le facteur u2

T

Nous voulons nous occuper dans ce paragraphe des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une forme :

9) 0 =uy

admette comme facteur une puissance de u,, par exemple u}*, en commencant avec le cas :
m = 1.
Nous affirmons que :

(10) (ozy)" =0

est la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ posséde le facteur u,.
Preuve : Si ¢ a comme facteur u,, on trouve par division une forme :

_ .n—1
Y= uy

telle que I’identité suivante soit vérifiée :

no_ n—1

Uy = Ug Uy

Si on y remplace u par Ty, on obtient la formule (10).
Inversement, si cette formule est vérifiée, on remplace y par uv et ’on obtient :

0= (0zu0)" = (uyvy — Vpuy)"

= 0 ()t )

ainsi
x=n

oot = =y 3 (1) g (o)

x=1

ce grace & quoi notre affirmation est prouvée.
Je passe désormais au cas
m =2

et affirme que la formule :

(10a) vy (oxy)" !

livre la condition nécessaire et suffisante pour que g posséde le facteur u2.

Preuve : Si ¢ a comme facteur u2, on trouve par division une forme :

o n—2
U= uy
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telle que soit satisfaite ’identité suivante :

n_ ,2,n-2
U, = Uy Uy

Je dérive suivant u et incrémente suivant v ; il vient alors

nug_lvg = 2ugcvgcu§72 + (n— 2)uiu§73v19.
Si l'on remplace ici u par zy, on obtient la formule (10a).
Inversement si la formule (10a) est vérifiée, on remplace d’abord v par Ty, ce grace a quoi
on obtient la formule (10), on voit donc pour l'instant que la forme o posséde le facteur u,,
et ainsi qu’il y a une forme :

. n—2
U= uy

telle que soit satisfaite ’identité suivante :

On dérive suivant u et on incrémente suivant v, ce qui donne :

n—1 _ n—1 n—2
nu,” v, = vpty o+ (n — Dugvouy

et, si 'on remplace u par 7y, d’aprés la formule (10a) :

0 = v, (Jzy)" L.

2

T

Cette formule montre que la forme ¥ posséde le facteur u,, et donc o posséde le facteur u
On peut continuer et passer de cette maniére aux cas

m=3,4,5,...

en procédant par récurrence.
En général, on trouve comme condition nécessaire et suffisante, pour que ¢ admette comme
facteur u}*, la formule :

(11) 712”_1(931:?;)”_"1+1 =0.

Preuve : Si la forme g a comme facteur «}’, il y a une forme :

B n—m
Y =y

telle que soit satisfaite l’identité suivante :

n__,m,n—m
Uy = Uy Uy -

On dérive suivant u et on incrémente suivant T3 , on trouve alors la série de formules :
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(D) = ("7 )uray 0,
ny\ ,_ =M\ . e
<2 Uy Q(Qxy)Q = 9 Uy ug " Q(ﬁxy)Qv
3 _ n—m e
R A T R T
n m n—-m  __ n—m m n—m
R e (e L
n m—1 n—m-+1 =0
(n ot 1> uy (oxy) :

d’ou la formule (11).
Inversement si cette formule est vérifiée, on peut d’abord en déduire que o posséde au
moins le facteur v~ 1. Il y a donc une forme :

_ . n—m+1
¥ = uy

de sorte que l'identité suivante soit satisfaite :

n_ ,m—1, n—m+1
ug = U, Uy .

On dérive suivant u et on incrémente suivant zy, on trouve la série de formules :

A n—m-+1\ 4 ,._
(1)“ Yowy) = ) uy ™t T (D),
- 1

(5)ustemr = ("5 ur e,

n m n—m n—m+1 m— n—m

(2 )etamr = (7 Yt

n m— n—m n—m+1 m— n—m
<n—m+1>u" Homy)"™ =, ) )t

d’ou la formule (11) :
(Jzy)" ™ = 0.

De 14, il s’ensuit que ¥ posseéde la facteur u;, et donc g posséde le facteur u}’.
La formule (11) se remplace, avantageusement dans certains cas, par ces 3 conditions plus
simples :

(12a) up = (oy)" " =0,
(12b) w2 (oxy)" ™ (0yz) =0,
(12¢) uy " (owy)" " (0za) = 0,

qui sont obtenues & partir de I’identité :
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uz(ory) + uz(0yz) + uy(027) = uo(ry2)

En particulier, on a établi comme conditions nécessaires et suffisantes, pour que la forme

o admette le facteur u2, les 3 suivantes :

(13a) (ozy)" =0,

(13b) (ory)" H(oyz) =0,

(13c) (0xy)" *(0zzx) = 0.
§ 6.

Propriétés de s, comme fonction polynomiale des a.
Il s’agit donc de vérifier les formules (13) pour le transvectant
(apu)™.

Ceci se fait au moyen des formules de Newton :

(14) ){zz:nanf}ts% =0,
2=0

qui nous permettent de représenter les sommes de puissances des racines d’une équation :
.T/'n +a1xn71 +a2xn*2 + .. “y, = (a«: _ Al)(l‘ — )\2) e (1}' — )\n)

comme fonctions polynomiales des coefficients a,.. Je veux les utiliser pour dériver quelques
propriétés de ces fonctions polynomiales.

Premiérement elles montrent que les produits de puissances des coefficients qui forment
les termes du développement de s,, possédent le méme poids n. De 1a vient immédiatement
la relation :

el

= O0sn,
1 "= ppaly
(15) ns ;::1 Pl o

Une autre propriété moins simple, qui porte sur les dérivées partielles

Osn,

Oa,,
va en étre déduite. Pour cela, j’'introduis une série de grandeurs
909192 -

avec
go = —1
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et les autres grandeurs peuvent s’en déduire par les formules de récurrence :

(16) %z::nan,%g% =0.
=0

Jaffirme maintenant qu’on a la formule :

08y,
(17) =ng,.
0an—p !
Preuve. La formule :
9n _
da,

montre que notre affirmation est valide pour p = 0. Pour faire la preuve pour les autres
valeurs
=123 ...

je fais I'hypothése qu’elle est déja établie pour toutes les valeurs plus petites que p, et qu’ainsi
pour > >0 on a:

O0Sp—s -
(17a) Dan s (n = 50)gp—s

Suivant cette hypothése, la formule résulte de la formule (15) :

=p
(15a) Sy = Z s Gy se-
=1
Je dérive maintenant les formules de Newton :

(14) ”z::" Qs Sp— e
=0

suivant a,—, ; cette grandeur apparait d’abord dans un terme comme coefficient, et ensuite
dans les s,,_,. pour lesquels s < p. Ainsi, vient la formule :

n=pu 9
Sn—s¢
o+ 5, =0
da " ’
=0 n—p
ou, si I’on remplace :

O0Sp—5
Otn—p

et s,

par les valeurs obtenues des formules (17a) et (15a) :

0s — —
o T 2 (1 Gt + Y G = O
n—u

=1 =1

ou :
08y, iy
+n Z Gu—3as = 0.

x=1

O0sn—p




11

419
On utilise la formule de récurrence :
w=p
(16) n Z Gu—305 = 0,
2=0

alors on arrive & la formule annoncée :

0sn,

0an—p

= ngy.
Cette formule doit maintenant étre utilisée pour mettre les différentielles

ds,. et da,,

en relation les unes avec les autres.
Pour cela je pars de la somme double :

w55

et je 'écris de deux maniéres différentes.
Pour la premiére écriture, je rassemble tous les termes qui ont le méme A, et pour ’autre
je fais la méme chose avec les termes qui ont le méme s¢. Par suite des formules :

azgn—%—k—i-lda)\

IIMII

x=n
(15a) Sp—At1 = Z HseGn—se—A+1,
n=1
aSn ;«r+1 i
(17) dSn wxt+1l = Z 94 Ay = (TL — %+ 1) Z gn,%,AJrlda)\,
z A=1
j’obtiens les deux valeurs suivantes pour W :
x=n
Z Sn—%—‘,—lda%
n=1
et
w=n P
> v LSS
=1

dont 1’égalité fournit la formule :

x=n 2
Z (ma%dsn%Jrl - Sn%+1da;«r> =0,

=1
que 'on peut aussi écrire :

e

! w+1
(18) Z ( a%ﬂdsn,% — sn%da,{H) =0.

x=1
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Les coefficients a,, et les sommes de puissances s,, sont liés aux polaires de f par les

formules :

n—ix, it

f"$n—se = npy 7P
Si I’on désigne le point obtenu par différentiation du point y, par z, en posant :
dy =z
on obtient alors par différentiation de ces formules :

fda,, = (—1)”(”)%@2‘ ta,an>,
frdsn s =n(n — 2)pr=>"'p.pZ.
Je reporte ces valeurs de
Qrey S—ser Alse, ASp— 5

dans les formules :
=n

(14) Z 3.8, = 0,
2=0

x=n—1
x4+ 1
( + a%-{—ldsn—u - Sn—%da%-i-l) =0
n—x

(18)

2

et j’arrive ainsi aux formules :

3&%

= x+1
—ﬁ”ﬁ(u”{ ") ooy
x=n—1
n
= (ayp: —pyaz) Y (=17 %+1)<z+ 1>a;‘+1a; Ty
2=0

1

—n(ayp. — pya:) %Z (n B 1) (ayps)*(azpy)" 17

=0
ou
(193) (aypx - pyaz)n =0,
(19b) (ayp: — pyaz)(ayps — pyaxykl =0.

La formule (19a) devient, en dérivant suivant y et en incrémentant suivant z :
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(19¢) (a2pr — P2z)(ayps — pyaz)" " =0.

Les formules (19) sont, d’aprés les formules (13), les conditions pour que le transvectant :
(apu)™

admette u2 comme facteur.

§ 7.

La forme normale de (afu)™.

Le 1 terme dans le développement de pj; suivant les polaires de f est fyn, et par conseé-
quent le 1°" terme dans le développement de (apu)™ est le transvectant (afu)™.

La signification géométrique de cette formule est le produit des points suivant lesquels la
polaire f, au point = coupe la courbe f. Dans le cas special ou le point x se trouve sur le
courbe f méme, f, devient la tangente et deux des intersections tombent au point .

Si f = 0 est ainsi, (afu)” admet le facteur u2. De la il suit que le transvectant (afu)”
peut se mettre sous la forme :

(20a) (afu)” = Au? + Bf
Cette forme n’est pas unique, car I’expression admet aussi la forme :
(20b) (afu) (A+ Cfuz + (B — Cul)f.

Pour obtenir une forme canonique pour (afu)™ , on doit ajouter encore une nouvelle condi-
tion. Pour cela je choisis ceux des produits symboliques dont le facteur pour f est obtenu en
assemblant seulement des facteurs symboliques :

[, (abu), (afu), by

Jappelle cette représentation de (afu)™ la forme normale de (afu)™, et me donne désormais
comme tache de représenter ce transvectant sous forme normale. Ceci se décompose en 2
étapes :

1*¢ étape. (afu)™ doit étre mise sous la forme :

(afu)” = Au? + Bf.

2¢ étape. Le facteur B doit étre mis sous une forme du type :
(21) B=Cu’+D
d’ot 'on déduit que la forme normale de (afu)™ est :

(afu)" = (A + Cfyui + Dug,

avec les termes de D des produits symboliques contenant seulement les facteurs :

[, (abu), (afu), by.
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La tache de mettre le transvectant (afu)™ sous la forme
(20a) (afu)™ = Au® + Bf

a déja été résolue (Math. Ann. volume 7, article de Dersch sur les tangentes doubles) dans
I’essentiel ; je pourrai me contenter ainsi de présenter briévement la procédure donnée la-bas.
Les calculs sont les suivants :

(afu)” = (abu)(afu)"*lbzf1 = %(abu) {((afu)bm) ((bfu)az,)"™ 1}
nw=n—2

= (abu)((afu)b — (bfu)as) Z {(afu)ba}" "2 " {(bfu)as}”
=0
=n—2

= 2 (abu) {F(abu) — (b))} Z (afu)ba)" "> (bfw)as)”
De 14 suit la forme exigée (20a), si d’abord on pose :
(23) abu 2 Z (afu)be)" 277 ((bfu)ay)”

et on montre alors deuxiémement que I’expression :

n=n—2

(23) Slabu)(abf) D" ((afuwhe)™* (bfu)ar)”
x=0

admet le facteur u,, et ’on pose :

(24) L =—-2Au,.

Pour cela, on forme la somme :

K = (abe)*(afu)*(bfu)(cfu)ay = 7bp =2 A =270
étendue sur tous les nombres s, A\, o qui satisfont la relation
w+A+p=n-—2.
A Paide de 'identité :
Uz (abe) = ag(beu) + by (cau) + ¢, (abu),

le produit
U K

devient la somme de 3 sommes obtenues les unes des autres par ’échange des symboles a, b, c.
Puisque ces symboles représentent la méme forme f, ces 3 sommes ont une la méme valeur,
qui est :

Ku, = 3(abc)(abu) Z(afu)”(bfu))‘(cfu)“aZ_Q_”bZ_Q_’\c;f—Q_”.




15

423

Dans cette somme, les termes correspondant & g = 0 valent ensemble 3L, de sorte que, si
dans les autres termes on pose :
p=v+1

la formule devient :
Ku, — 3L
= 3(abe)(abu)(cfu) D_(afu)*(bfu)*(cfu)”al= by~ A2,
dans laquelle la somme porte sur les nombres s, \, v pour lesquels :
+A+v=n-3

On y échange les symboles a, b, ¢ les uns avec les autres, on obtient ainsi 3 sommes, qui ont
la méme valeur.
Nous voulons en faire la somme, de sorte qu’il vienne :

Ku, — 3L

(e ((abu)(cfu) + (bew)(afu) + (cau)(bfu))
= (Cl C) . Z(afu)”(bfu)’\(cfu)”a;f%”b;*%)‘cﬁ%*”

=0.
On a .
L= gKU;p,
et donc d’apreés la formule (24) :
1

= —% Z(abc)2(afu)”(bfu)’\(cfu)”ag_Q_”bg_Q_)‘cg_Q_“.

Je m’attaque maintenant a la 2° tache, celle de mettre la forme :

n=n—2

B= %(abu)2 Y ((afw)by)" " ((bfu)as)”
=0
sous une forme :
(21) B=Cul+D

telle que les produits symboliques composant D contiennent seulement les facteurs :

[, (abu), (afu), by

Pour mener & bien cette tache, je pars des identités :

n—1 _

+ (- (-y)",

n—1

(y+(z—y))

n(x ") = oyt @E-y)" - n@-(z-y)

et développe les puissances du membre de droite en suivant la formule du binéme. Par ce
moyen viennent les formules suivantes :
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n(z" =y = i:: (Z) (" + (=12 ) (x —y)” ",
(26a) n%jio_zx”"y” = j: (Z) (" + ()% ) (x — )72
2n(2""t =y ) = ng <Z: 1) ("% + (~1)%2" ) (z — y)* T,
- :g (2)#6r =+ 1) =g
(26b) 0= Z: (Z) (e =2) (y" 7+ (=1)"2" %) (x —y)*°

Dans ces identités, je remplace :
z par by(afu), y par az(bfu)
et
x —y par f(abu) — uy(abf)

et je multiplie la formule (26a) par (abu)? et la formule (26b) par (abu)?(abf). Ainsi, j’arrive
aux formules :

nx=n

05 = (a3 (1) (a6 + (1" (bu(afu) )
- ((abu) — e (ab)) "2
0 = anPua(an) 3 (1) 66 2) (@xloru) = + (1 uafu)) )
- (F(abu) — s (abf)) .

Dans ces derniéres, les symboles a et b représentent la méme forme f et peuvent donc étre
échangés; on a donc :

n

) (a2 (b fu))"™ + (—1)(ba (@ fu))"™ (f(abus) — g (abf)) =2,

V4

nB = (abu)? z_:(—l)”(

=
=

0 (abu)?uy(abf) Z ( ) — 2)(by(afu))"*
22=3
(f(abu) — ug(abf))*>.

Si 'on développe & nouveau en suivant la formule du bindéme, les formules suivantes s’en-
suivent :
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w = G 3 (-0)%( 1) outagu)) { lavy
A

=%_2— A2 abu))* 2 (ug(abf))
£ 3D (ﬂingzi{<2b D (ualab)) ),

0 =@t Y Y 107 ()2 (517 utasuy
»x=3 A=1
(f(abu))* ™™ (ug(abf))* ™

’ (us(abf))".
;<—1>%(Z) (boa )" (f(abu)) >
S T %szM:ZH(—l)W(Z) (3 F)e-s

On compare cette formule & la formule que nous avons postulée :
B = Cu? + D,

ainsi, on conclut :

(272) nC = —(abu)?(abf)? f: (—1)*+A (”) (j; ;) (A+1)

»x=4 X\=0 *
(ba(afu))" ™ (f(abu))*** (uz(abf))*
(270) a0 = 3 (-0 (2) balafu)) £ (fabu))

Les formules (25) et (27) donnent les valeurs pour A,C et D qui apparaissent dans la forme
normale du transvectant

(afu) = (A+ Cf)uﬁ + Df,

je les y reporte, elle devient :

—zu(abe)? Y (afu)* (bfu) (efu)a; 2 by e
w=n A=3x—4
a2 Y Y o (1) (1)
n(afu)": x=4 \=0 * +

. (baafu))" ™ (f(abu))™* (ua(abf))’
1 07 (2) Gutaga)™ ™ £ b))
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Nous pouvons la simplifier encore plus, en introduisant la notation :
n n — s n n—
(28) a=dy=nfy —f ) (-1) <%>f 2 fynn Fys
n=2

elle devient alors :
_%(abC)Q Z(Gfu)”(bfu))‘(cfu)ua;L—Q—%bg_g_)\cz_Q_u

(29)  (aqu)" =u? < — f(abu)?(abf)? }szzﬂ_‘l(—n%ﬂ <”) (” - 2) (A+1)

2=0 X\=0 * )\ + 2
(b (afu)™ ™ (f(abu))* ™" (us(abf))™.
§ 8.

2

Division par uj.

Les premiers termes des développements de py et de g; suivant les polaires sont :
n—1rn n—11— 1 n—2
n fy -n T ffy fy2 )
n -2
afy = (5)185 28

et les autres admettent le facteur f2. De 1 il s’ensuit que la différence :

(30) py —n"?q,

admet également ce facteur, et que ’on peut donc poser :
Py = n"*Qq;’ + f2r;’.
Par une transvection avec f, on obtient la formule :

(31) (apu)" = n""(aqu)" + f*(aru)";

2

2, et donc d’aprés §5, que les formules suivantes

qui montre que (aru)” admet le facteur u
sont vérifiées :
(ayry —ryaz)* =0,

-1
(ayrs —ryaz)" " (aru) = 0.
De celles-ci peuvent étre dérivées les suivantes :

0= ((abu)ry — (rbu)ax)n = ((abr)u, + bx(aru))n,
0= ((abu)ry — (rbu)ax)n_l(abr)ux = ((abr)us + bx(aru))n_l(abr)ux,
0 = b (aru)™ 4 n (by(aru))" " ug (abr)

+u2(abr)? :zz <Z) (b (aru))" ™™ (ug(abr))* 2,
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2(abr)? S n (” - 1) (b (arw))™ (g (abr)) 2,

flaru)™ = u?(abr)? .
=2

) (3¢ = 1) (bg(aru))" ™ (ug(abr))* 2.

Si l’'on reporte les valeurs de (aqu)™ et (aru)™ dans la formule (31), on arrive & une formule
finale :

—2 Y (afu)(bfwefu) a2 G

a3 1y (2)(Ga)e+n

x=4 A=0

o (belafu)" T (fabu) T (uaabf)”
+f(abr)® Y (Z) (52 = 1) (be(aru))" ™ (ug(abr))* 2.

n=2

[ V)

(apu)™ = u

Enfin, je veux encore remarquer qu’il est facile d’obtenir les conditions nécessaires et
suffisantes qu’une courbe de l'espace C' se décompose en lignes droites. En effet, si ’on relie
tous les points de la courbe C' & un point £ arbitraire, les lignes de jonction forment un céne
K. Maintenant si C' se décompose en lignes droites, alors tous les cones K se décomposent
en plans.

Erlangen, Avril 1894.
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NOTES DES TRADUCTEURS

1. La copie numérique de ’article original fait partie de la collection Mathematica du Digi-
talisierungszentrum de la bibliothéque nationale et universitaire de Gottingen. Elle est en
acceés libre via son site web :

http://gdz.sub.uni-goettingen.de

2. Gordan utilise la méthode symbolique pour manipuler les fonctions polynomiales homo-
génes, i.e. celles-ci sont représentées (symboliquement) comme des puissances pures de
formes linéaires. Pour une explication moderne, nous renvoyons a [7, 4].

3. La construction de la formule de Brill, telle qu’elle est présentée par Gordan, est reprise
dans [5] (ch. 4, §2) et ré-exposée de facon moderne. En particulier, le covariant apolaire est
interprété dans la cadre de la théorie de la représentation.

4. Notons que, dans [5], I'article de Gordan est attribué par erreur & Brill, qui a néanmoins
bien travaillé sur le méme probléme ([2] auquel Gordan fait explicitement référence, en
appelant “formule de Brill”, Brill’sche Formel, le covariant qu’il étudie ; voir aussi [3]).

5. Nous avons trouvé le texte de Gordan d’une aide considérable pour le calcul effectif de la
formule de Brill. Voir [1].

6. La traduction de Ueberschiebung en transvection ou transvectant est explicite dans les
textes du XIX® siécle. Citons par exemple Salmon [8], § 303 :

« This operation, in German called Ueberschiebung, we shall call it transvection,
and the covariants generated we shall call transvectants of the given covariants. »

7. Nous avons traduit ganze Function par fonction polynomiale, comme l'indique le contexte.

8. La démonstration de Gordan ne prend pas en compte, a la fin du § 4, le cas ou le point =
est sur une composante multiple de f (alors f, est identiquement nulle).
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