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� �)
� 
!��
�� 5
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 �� *���
�� ux% 
� �
�� � #
��/�
 �
 *���
�� um
x �

,� *
����
 ���� �
 �
�#���
% � ����	
��
�
�� ���� �
������ ���% #�� �
� � �
�����
�� #���
���#�
� 5

um−2
� (�xy)n−m+2 = 0,�����

um−2
� (�xy)n−m+1(�yz) = 0,���!�

um−2
� (�xy)n−m+1(�zx) = 0,�����

$�� �
�� 
!�
��
� � #����� �
 �)��
����� 5



�

0�=

uz(�xy) + ux(�yz) + uy(�zx) = u�(xyz)

�� #��������
�% 
� � ���!�� �
��
 �
�����
�� ���
�����
� 
� ��(����
�% #
�� $�
 �� *
��

� ���
��
 �
 *���
�� u2

x% �
� � ��� ���
� 5

(�xy)n = 0,�����

(�xy)n−1(�yz) = 0,���!�

(�xy)n−1(�zx) = 0.�����

. <�
���������� 	� sn ����� �������� ����������� 	�� a�

B� �)�	�� �
�� �
  ���2
� �
� *
����
� ���� #
�� �
 ����� 
�����

(apu)n.

'
�� �
 *��� �� �
&
� �
� *
����
� �
 �
:�
� 5

��0�
κ=n∑
κ=0

an−κsκ = 0,

$�� �
�� #
��
��
�� �
 �
#���
��
� �
� �
��
� �
 #�������
� �
� �����
� �)��
 �$����
� 5

xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · an = (x − λ1)(x − λ2) · · · (x − λn)

�
��
 *
����
�� #
�&�
����
� �
� �

(��
��� aκ� >
  
�3 �
� ������
� #
�� ���� 
� $�
�$�
�
#�
#������ �
 �
� *
����
�� #
�&�
����
��

��
��/�
�
�� 
��
� �
���
�� $�
 �
� #�
����� �
 #�������
� �
� �

(��
��� $�� *
��
��
�
� �
��
� �� �� 
�
##
�
�� �
 sn #
��/�
�� �
 �?�
 #
��� n� 8
 ��  �
�� ��������
�
��
�� �
����
� 5

��;� nsn =
κ=n∑
κ=1

κaκ

∂sn

∂aκ

.

D�
 ����
 #�
#����� �
��� ���#�
% $�� #
��
 ��� �
� ���� �
� #����
��
�

∂sn

∂aκ

 � 
� ?��
 ������
� �
�� �
��% +)����
���� ��
 ����
 �
 	����
���

g0 g1 g2 · · ·

� 
�
g0 = −1



�A

0��


� �
� ����
� 	����
��� #
� 
�� �)
� ������
 #�� �
� *
����
� �
 ������
��
 5

��<�
κ=n∑
κ=0

an−κgκ = 0.

>)�(��
 �����
���� $�)
� � �� *
����
 5

��=�
∂sn

∂an−µ
= ngµ.

��
� 
� ,� *
����
 5
∂sn

∂an
= −n

�
���
 $�
 �
��
 �(�����
� 
��  ����
 #
�� µ = 0� �
�� *���
 �� #�
� 
 #
�� �
� ����
�
 ��
���

µ = 1, 2, 3, . . .

+
 *��� �)�&#
��/�
 $�)
��
 
�� ��+� ���!��
 #
�� �
��
� �
�  ��
��� #��� #
���
� $�
 µ% 
� $�)�����
#
�� κ > 0 
� � 5

��=��
∂sn−κ

∂an−µ
= (n − κ)gµ−κ

6�� ��� �
��
 �&#
��/�
% �� *
����
 ������
 �
 �� *
����
 ��;� 5

��;�� sµ =
κ=µ∑
κ=1

κaκgµ−κ.

>
 ���� 
 �����
���� �
� *
����
� �
 �
:�
� 5

��0�
κ=n∑
κ=0

aκsn−κ

��� ��� an−µ 7 �
��
 	����
�� �##���E� �)�!
�� ���� �� �
��
 �
��
 �

(��
��% 
� 
�����

���� �
� sn−κ #
�� �
�$�
�� κ ≤ µ� 4����%  �
�� �� *
����
 5

κ=µ∑
κ=0

aκ

∂sn−κ

∂an−µ
+ sµ = 0,


�% �� �)
� �
�#���
 5
∂sn−κ

∂an−µ

� sµ

#�� �
�  ��
��� 
!�
��
� �
� *
����
� ��=�� 
� ��;�� 5

∂sn

∂sn−µ
+

κ=µ∑
κ=1

(n − κ)gµ−κaκ +
κ=µ∑
κ=1

κaκgµ−κ = 0


� 5
∂sn

∂sn−µ
+ n

κ=µ∑
κ=1

gµ−κaκ = 0.



��

0��

1� ������
 �� *
����
 �
 ������
��
 5

��<� n

κ=µ∑
κ=0

gµ−κaκ = 0,

��
�� 
� ���� 
 � �� *
����
 ���
���
 5

∂sn

∂an−µ
= ngµ.

'
��
 *
����
 �
�� �����
���� ?��
 �������
 #
�� �
���
 �
� ��-��
���
��
�

dsκ 
� daκ


� �
����
� �
� ��
� � 
� �
� ����
��
�
�� �
�� +
 #��� �
 �� �
��
 �
�!�
 5

W =
κ=n∑
κ=1

λ=n∑
λ=1

κaκgn−κ−λ+1daλ


� +
 �)����� �
 �
�3 ����/�
� ��-��
��
��
�
�� �� #�
��/�
 �������
% +
 ����
�!�
 �
�� �
� �
��
� $�� 
�� �
 �?�
 λ% 
� #
�� �)����


+
 *��� �� �?�
 ��
�
 � 
� �
� �
��
� $�� 
�� �
 �?�
 κ� ��� ����
 �
� *
����
� 5

sn−λ+1 =
κ=n∑
κ=1

κaκgn−κ−λ+1,��;��

dsn−κ+1 =
λ=n∑
λ=1

∂sn−κ+1

∂aκ

daκ = (n − κ + 1)
λ=n∑
λ=1

gn−κ−λ+1daλ,��=�

+)
!��
�� �
� �
�3  ��
��� ��� ���
� #
�� W 5

κ=n∑
κ=1

sn−κ+1daκ


�
κ=n∑
κ=1

κ

n − κ + 1
aκdsn−κ+1,

�
�� �)�	����� *
����� �� *
����
 5

κ=n∑
κ=1

(
κ

n − κ + 1
aκdsn−κ+1 − sn−κ+1daκ

)
= 0,

$�
 �)
� #
�� ����� �����
 5

����
κ=n−1∑

κ=1

(
κ + 1
n − κ

aκ+1dsn−κ − sn−κdaκ+1

)
= 0.



��

0�A

,
� �

(��
��� aκ 
� �
� �
��
� �
 #�������
� sκ �
�� ���� ��3 #
����
� �
 f #�� �
�
*
����
� 5

faκ = (−1)κ

(
n

κ

)
aκ

y an−κ

x ,

fnsn−κ = npn−κ

y pκ

x .

6� �)
� ����	�
 �
 #
��� 
!�
�� #�� ��-��
������
� �� #
��� y% #�� z% 
� #
���� 5

dy = z


� 
!��
�� ��
�� #�� ��-��
������
� �
 �
� *
����
� 5

fdaκ = (−1)κ

(
n
κ

)
κaκ−1

y aza
n−κ

x ,
fndsn−κ = n(n − κ)pn−κ−1

y pzp
κ

x .

>
 �
#
��
 �
�  ��
��� �

aκ, sn−κ , daκ , dsn−κ

���� �
� *
����
� 5

κ=n∑
κ=0

an−κsκ = 0,��0�

κ=n−1∑
κ=1

(
κ + 1
n − κ

aκ+1dsn−κ − sn−κdaκ+1

)
= 0����


� +)���� 
 ����� ��3 *
����
� 5

κ=n∑
κ=0

(−1)κ

(
n

κ

)
aκ

y an−κ

x pn−κ

y pκ

x = 0,

0 =
κ=n−1∑

κ=0

{
κ + 1
n − κ

(−1)κ+1

(
n

κ + 1

)
aκ+1

y an−κ−1
x (n − κ)pn−κ−1

y pzp
κ

x

−pn−κ

y pκ

x (−1)κ+1

(
n

κ + 1

)
(κ + 1)aκ

y aza
n−κ−1
x

}
= (aypz − pyaz)

κ=n−1∑
κ=0

(−1)κ+1(κ + 1)
(

n

κ + 1

)
aκ+1

y an−1−κ

x pn−1−κ

y pκ

x

= −n(aypz − pyaz)
κ=n−1∑

κ=0

(−1)κ

(
n − 1

κ

)
(aypx)κ(axpy)n−1−κ


�

(aypx − pyax)n = 0,�����

(aypz − pyaz)(aypx − pyax)n−1 = 0.���!�

,� *
����
 ����� �
 �
��% 
� ���� ��� ��� ��� y 
� 
� ������
����� ��� ��� z 5



��

0��

����� (azpx − pzax)(aypx − pyax)n−1 = 0.

,
� *
����
� ���� �
��% �)�#�/� �
� *
����
� ����% �
� �
�����
�� #
�� $�
 �
 ����� 
����� 5

(apu)n

���
��
 u2
x �
��
 *���
���

. =�
�� ����� ������� 	� (afu)n�

,
 ��� �
��
 ���� �
 �� 
�
##
�
�� �
 pn
y ��� ��� �
� #
����
� �
 f 
�� fyn % 
� #�� �
���"

$�
�� �
 ��� �
��
 ���� �
 �� 
�
##
�
�� �
 (apu)n 
�� �
 ����� 
����� (afu)n�
,� ��	��2����
� 	�
�����$�
 �
 �
��
 *
����
 
�� �
 #�
���� �
� #
���� ��� ��� �
�$�
�� ��

#
����
 fy �� #
��� x �
�#
 �� �
��!
 f � 8��� �
 ��� �#
���� 
9 �
 #
��� x �
 ��
� 
 ��� �

�
��!
 f �?�
% fy �
 �
�� �� ���	
��
 
� �
�3 �
� ���
��
���
�� �
�!
�� �� #
��� x�

6� f = 0 
�� �����% (afu)n ���
� �
 *���
�� u2
x� 8
 �� �� ���� $�
 �
 ����� 
����� (afu)n

#
�� �
 �
���
 �
�� �� *
��
 5

��A�� (afu)n = Au2
x + Bf

'
��
 *
��
 �)
�� #�� ���$�
% ��� �)
3#�
���
� ���
� ����� �� *
��
 5

��A!� (afu)n(A + Cf)u2
x + (B − Cu2

x)f.

�
�� 
!�
��� ��
 *
��
 ���
��$�
 #
�� (afu)n % 
� �
�� �+
��
� 
��
�
 ��
 �
� 
��
 �
���"
��
�� �
�� �
�� +
 ��
���� �
�3 �
� #�
����� �&�!
��$�
� �
�� �
 *���
�� #
�� f 
�� 
!�
�� 
�
���
�!���� �
��
�
�� �
� *���
��� �&�!
��$�
� 5

f, (abu), (afu), bx

>)�##
��
 �
��
 �
#���
�����
� �
 (afu)n �� *
��
 �
����
 �
 (afu)n% 
� �
 �
��
 ���
�����
�
��
 �C��
 �
 �
#���
��
� �
 ����� 
����� �
�� *
��
 �
����
� '
�� �
 ���
�#
�
 
� �
���#
� 5

��� ���#
� (afu)n �
�� ?��
 ���
 �
�� �� *
��
 5

(afu)n = Au2
x + Bf.

�� ���#
� ,
 *���
�� B �
�� ?��
 ��� �
�� ��
 *
��
 �� �&#
 5

���� B = Cu2
x + D

�)
9 �)
� ������ $�
 �� *
��
 �
����
 �
 (afu)n 
�� 5

(afu)n = (A + Cf)u2
x + Du2

x,

� 
� �
� �
��
� �
 D �
� #�
����� �&�!
��$�
� �
��
���� �
��
�
�� �
� *���
��� 5

f, (abu), (afu), bx.



�0

0��

,� �C��
 �
 �
���
 �
 ����� 
����� (afu)n �
�� �� *
��


��A�� (afu)n = Au2
x + Bf

� ��+� ��� ���
��
 ������ 4���  
���
 =% ������
 �
 8
���� ��� �
� ���	
��
� �
�!�
�� ����
�)
��
���
� 7 +
 #
����� �
 �
��
��
� ����� �
 #���
��
� !��/ 
�
�� �� #�
�����
 �
���
 ��"!���

,
� ������� �
�� �
� ��� ���� 5

(afu)n = (abu)(afu)n−1bn−1
x =

1
2
(abu)

{
((afu)bx)n−1 − ((bfu)ax)n−1

}
=

1
2
(abu)((afu)bx − (bfu)ax)

κ=n−2∑
κ=0

{(afu)bx}n−2−κ {(bfu)ax}κ

=
1
2
(abu) {f(abu)− ux(abf)}

κ=n−2∑
κ=0

((afu)bx)n−2−κ ((bfu)ax)κ

.

8
 �� ���� �� *
��
 
3�	�
 ��A��% �� �)�!
�� 
� #
�
 5

����
1
2
(abu)2

κ=n−2∑
κ=0

((afu)bx)n−2−κ ((bfu)ax)κ


� 
� �
���
 ��
�� �
�3�/�
�
�� $�
 �)
3#�
���
� 5

����
1
2
(abu)(abf)

κ=n−2∑
κ=0

((afu)bx)n−2−κ ((bfu)ax)κ

���
� �
 *���
�� ux% 
� �)
� #
�
 5

��0� L = −2Aux.

�
�� �
��% 
� *
��
 �� �
��
 5

K =
∑

(abc)2(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x

��
���
 ��� �
�� �
� �
�!�
� κ, λ, µ $�� �����*
�� �� �
����
�

κ + λ + µ = n − 2.

F �)���
 �
 �)��
����� 5
ux(abc) = ax(bcu) + bx(cau) + cx(abu),

�
 #�
����
uxK

�
 �
�� �� �
��
 �
 � �
��
� 
!�
��
� �
� ��
� �
� ����
� #�� �)�����	
 �
� �&�!
�
� a, b, c�
����$�
 �
� �&�!
�
� �
#���
��
�� �� �?�
 *
��
 f % �
� � �
��
� 
�� ��
 �� �?�
  ��
��%
$�� 
�� 5

Kux = 3(abc)(abu)
∑

(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x .
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8��� �
��
 �
��
% �
� �
��
� �
��
�#
����� � µ = 0  ��
�� 
��
�!�
 3L% �
 �
��
 $�
% ��
���� �
� ����
� �
��
� 
� #
�
 5

µ = ν + 1

�� *
����
 �
 �
�� 5

Kux − 3L

= 3(abc)(abu)(cfu)
∑

(afu)κ(bfu)λ(cfu)νan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−ν

x ,

���� ��$�
��
 �� �
��
 #
��
 ��� �
� �
�!�
� κ, λ, ν #
�� �
�$�
�� 5

κ + λ + ν = n − 3

1� & �����	
 �
� �&�!
�
� a, b, c �
� ��� � 
� �
� ����
�% 
� 
!��
�� ����� � �
��
�% $�� 
��
�� �?�
  ��
���

�
��  
��
�� 
� *���
 �� �
��
% �
 �
��
 $�)��  �
��
 5

Kux − 3L

= (abc)

{
((abu)(cfu) + (bcu)(afu) + (cau)(bfu))
·
∑

(afu)κ(bfu)λ(cfu)νan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−ν

x

= 0.

1� �

L =
1
3
Kux,


� �
�� �)�#�/� �� *
����
 ��0� 5

A = −1
6
K��;�

= −1
6

∑
(abc)2(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x .

>
 �)����$�
 �����
���� � �� �� �C��
% �
��
 �
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���
 �� *
��
 5

B =
1
2
(abu)2

κ=n−2∑
κ=0

((afu)bx)n−2−κ ((bfu)ax)κ

�
�� ��
 *
��
 5

���� B = Cu2
x + D

�
��
 $�
 �
� #�
����� �&�!
��$�
� �
�#
���� D �
���
��
�� �
��
�
�� �
� *���
��� 5

f, (abu), (afu), bx

�
�� �
�
� � !�
� �
��
 �C��
% +
 #��� �
� ��
������ 5

xn + yn = (y + (x − y))n + (x − (x − y))n ,

n(xn−1 − yn−1) = n (y + (x − y))n−1 − n (x − (x − y))n−1


� �� 
�
##
 �
� #�������
� �� �
�!�
 �
 ��
��
 
� ��� ��� �� *
����
 �� !��G�
� ��� �

�
&
�  �
��
�� �
� *
����
� ��� ���
� 5



�<

0�0

n(xn−1 − yn−1) =
κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)(
yn−κ + (−1)κxn−κ

)
(x − y)κ−1,

n

κ=n−2∑
κ=0

xn−2−κyκ =
κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)(
yn−κ + (−1)κxn−κ

)
(x − y)κ−2,��<��

2n(xn−1 − yn−1) = n
κ=n∑
κ=2

(
n − 1
κ − 1

)(
yn−κ + (−1)κxn−κ

)
(x − y)κ−1,

=
κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)
κ

(
yn−κ + (−1)κxn−κ

)
(x − y)κ−1,

0 =
κ=n∑
κ=3

(
n

κ

)
(κ − 2)

(
yn−κ + (−1)κxn−κ

)
(x − y)κ−3.��<!�

8��� �
� ��
������% +
 �
�#���
 5

x #�� bx(afu), y #�� ax(bfu)


�
x − y #�� f(abu)− ux(abf)


� +
 �����#��
 �� *
����
 ��<�� #�� (abu)2 
� �� *
����
 ��<!� #�� (abu)2(abf)� 4����% +)���� 

��3 *
����
� 5

2nB = (abu)2
κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)(
(ax(bfu))n−κ + (−1)κ(bx(afu))n−κ

)
(f(abu)− ux(abf))κ−2

,

0 = (abu)2ux(abf)
κ=n∑
κ=3

(
n

κ

)
(κ − 2)

(
(ax(bfu))n−κ + (−1)κ(bx(afu))n−κ

)
(f(abu)− ux(abf))κ−3

.

8��� �
� �
���/�
�% �
� �&�!
�
� a 
� b �
#���
��
�� �� �?�
 *
��
 * 
� #
� 
�� �
�� ?��

�����	�� 7 
� � �
�� 5

nB = (abu)2
κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
(ax(bfu))n−κ + (−1)κ(bx(afu))n−κ (f(abu)− ux(abf))κ−2

,

0 = (abu)2ux(abf)
κ=n∑
κ=3

(−1)κ

(
n

κ

)
(κ − 2)(bx(afu))n−κ

(f(abu)− ux(abf))κ−3 .
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nB = (abu)2
κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
(bx(afu))n−κ

{
f(abu)κ−2

+
λ=κ−2∑

λ=1

(−1)λ

(
κ − 2

λ

)
(f(abu))κ−2−λ (ux(abf))λ

}
,

0 = (abu)2ux(abf)
κ=n∑
κ=3

λ=κ−2∑
λ=1

(−1)κ+λ

(
n

κ

)
(κ − 2)

(
κ − 2
λ − 1

)
(bx(afu))n−κ

(f(abu))κ−2−λ (ux(abf))λ−1

= (abu)2
κ=n∑
κ=2

λ=κ−2∑
λ=1

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2

λ

)
λ (bx(afu))n−κ (f(abu))κ−2−λ

(ux(abf))λ ,

nB = (abu)2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−2

−u2
x(abf)2

κ=n∑
κ=2

λ=κ−2∑
λ=2

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2

λ

)
(λ − 1)

(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−2−λ (ux(abf))λ−2
.
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B = Cu2
x + D,
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��=�� nC = −(abu)2(abf)2
κ=n∑
κ=4

λ=κ−4∑
λ=0

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2
λ + 2

)
(λ + 1)

(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−4−λ (ux(abf))λ
,

��=!� nD =
κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
(bx(afu))n−κ

fκ−2 (f(abu))κ

.
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(afu)n = (A + Cf)u2
x + Df,
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n(afu)n =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−n

6
u2

x(abc)2
∑

(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x

−fu2
x(abu)2(abf)2

κ=n∑
κ=4

λ=κ−4∑
λ=0

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2
λ + 2

)
(λ + 1)

(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−4−λ (ux(abf))λ

+f

κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
(bx(afu))n−κ

fκ−2 (f(abu))κ

.
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���� q = qn
y = nfn

y − f

κ=n∑
κ=2

(−1)κ

(
n

κ

)
fκ−2fyn−κfyκ ;
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���� (aqu)n = u2
x

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−n

6
(abc)2

∑
(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x

−f(abu)2(abf)2
κ=n∑
κ=0

λ=κ−4∑
λ=0

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2
λ + 2

)
(λ + 1)

(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−4−λ (ux(abf))λ
.
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nn−1fn
y − nn−1 n − 1

2
ffn−2

y fy2 ,

nfn
y −

(
n

2

)
ffn−2

y fy2 ,
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��A� pn
y − nn−2qn

y
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pn
y = nn−2qn

y + f2rn
y .
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���� (apu)n = nn−2(aqu)n + f2(aru)n;
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(ayrx − ryax)n = 0,

(ayrx − ryax)n−1(aru) = 0.
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0 =
(
(abu)rx − (rbu)ax

)n =
(
(abr)ux + bx(aru)

)n
,

0 =
(
(abu)rx − (rbu)ax

)n−1(abr)ux =
(
(abr)ux + bx(aru)

)n−1(abr)ux,

0 = bn
x(aru)n + n (bx(aru))n−1

ux(abr)

+ u2
x(abr)2

κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)
(bx(aru))n−κ (ux(abr))κ−2

,
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0 = n (bx(aru))n−1
ux(abr)

+u2
x(abr)2

κ=n∑
κ=2

n

(
n − 1
κ − 1

)
(bx(aru))n−κ (ux(abr))κ−2

,

f(aru)n = u2
x(abr)2

κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)
(κ − 1) (bx(aru))n−κ (ux(abr))κ−2

.
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(apu)n = u2
x

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−n

6

∑
(afu)κ(bfu)λ(cfu)µan−2−κ

x bn−2−λ
x cn−2−µ

x

−f(abu)2(abf)2
κ=n∑
κ=4

λ=κ−4∑
λ=0

(−1)κ+λ

(
n

κ

)(
κ − 2
λ + 2

)
(λ + 1)

(bx(afu))n−κ (f(abu))κ−4−λ (ux(abf)λ

+f(abr)2
κ=n∑
κ=2

(
n

κ

)
(κ − 1) (bx(aru))n−κ (ux(abr))κ−2 .
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